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В настоящем тексте содержится мое выступление на ММО от 1 марта 2011 г. Более
подробные сведения по аддитивной комбинаторике можно найти в книгах [1], [2], a также
обзорах [3]—[5].

1 Введение
Комбинаторная теория чисел или, как ее сейчас называют, аддитивная комбинаторика
— это раздел математики в котором изучают комбинаторные вопросы, связанные с груп-
повой операцией. Первый результат в этой науке был получен А.Л. Коши [6] в 1813 г.
Пусть G = Z/pZ, p — простое. Тогда для любых двух множеств A,B ⊆ Z/pZ выполнено

|A+B| ≥ min{p, |A|+ |B| − 1} . (1)

Здесь A+B означает сумму по Минковскому, а именно

A+B := {c ∈ G : c = a+ b, a ∈ A, b ∈ B} .

Аналогично определяется сумма нескольких множеств.
Неравенство (1) было перенесено на группу целых чисел. В 1930 г. Л.Г. Шнирельман

определил плотность множества A ⊆ N, как

σ(A) = inf
n

|A
∩
{1, 2, . . . , n}|

n
.

Заметим, что плотность Шнирельмана равна нулю, если A не содержит единицы. Пусть
теперь A,B ⊆ N — произвольные множества, содержащие нуль. Имеет место неравенство

σ(A+B) ≥ σ(A) + σ(B)− σ(A)σ(B) . (2)

Неравенство (2) позволило Шнирельману доказать (см. [7]) свою знаменитую теорему
о представимости любого натурального числа в виде суммы ограниченного количества
простых. Полный аналог оценки (1) для плотности Шнирельмана, а именно, неравенство

σ(A+B) ≥ min{1, σ(A) + σ(B)}

было получено Манном [8] в 1942 г.
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2 Арифметические прогрессии
В 1927 году Б.Л. Ван дер Варден доказал свою знаменитую теорему об арифметических
прогрессиях (см. [11]).

Теорема 2.1 (Ван дер Варден) Пусть h и k натуральные числа. Cуществует та-
кое число N(h, k), что для любого натурального N ≥ N(h, k) и произвольного разбиения
множества [N ] на h подмножеств, одно из подмножеств содержит арифметическую
прогрессию длины k, то есть кортеж n, n+ d, n+ 2d, . . . , n+ (k − 1)d, где n, d — нату-
ральные числа.

Несмотря на кажущуюся простоту и естественность теорема Ван дер Вардена сыграла
значительную роль в развитии двух разделов математики — аддитивной комбинатори-
ки и комбинаторной эргодической теории. Обе указанных области математики связаны
между собой теснейшим образом и находятся на стыке таких наук, как аддитивная и
аналитическая теория чисел, теория графов и теория динамических систем. Сама по се-
бе теорема Ван дер Вардена является одним из фундаментальных результатов теории
Рамсея (см. [13, 14]). Действительно, если в теореме 2.1 разбиение множества целых чи-
сел на h подмножеств C1, C2, . . . , Ch трактовать как раскраску Z в h различных цветов,
то теорема Ван дер Вардена утверждает, что в множестве целых чисел найдется моно-
хроматическая арифметическая прогрессия, то есть прогрессия, все элементы которой,
раскрашены в один и тот же цвет.

В этом пункте мы обсудим два глубоких обобщения теоремы Ван дер Вардена : тео-
рему Радо о регулярных системах линейных уравнений и теорему Семереди об арифме-
тических прогрессиях.

Классическим результатом, полностью отвечающим на вопрос имеет ли данное линей-
ное уравнение монохроматическое решение при произвольной раскраске, является теоре-
ма Радо [34] (см. также [41]). Пусть U = (uij) — матрица m × n, все элементы которой
целые. Рассмотрим линейное уравнение

n∑
j=1

uijxj = 0 , i = 1, . . . ,m . (3)

Определение 2.2 Система уравнений (3) называется регулярной в Z, если для любой
раскраски Z в конечное число цветов найдется монохроматическое решение системы
(3).

Заметим, что числа x1, . . . , xn не предполагаются различными.
Теорема 2.3 (Радо) Пусть U = (uij) — матрица m×n, все элементы которой целые.

Система уравнений (3) является регулярной в Z тогда и только тогда, когда найдутся
столбцы c1, . . . , cn и числа ki, 1 ≤ k1 < · · · < kt = n такие, что новые столбцы

Ai =

ki∑
j=ki−1+1

Cj

удовлетворяют условиям
(1) A1 является нулевым столбцом.
(2) Для i = 1, . . . , t столбец Ai есть линейная комбинация C1, . . . , Cki−1

с рациональными
коеффициентами.

Матрицы, для которых выполнены условия (1) и (2) теоремы 2.3 будем называть
регулярными. В случае m = 1 теорема Радо записывается наиболее просто.

2



Теорема 2.4 (Радо) Пусть n — натуральное число и c1, . . . , cn — ненулевые целые
числа. Система уравнений

c1x1 + · · ·+ cnxn = 0 (4)

является регулярной в Z тогда и только тогда, когда найдется непустое множество I ⊆ [n]
такое, что сумма

∑
i∈I ci равна нулю.

Например, уравнения x−2y+z = 0 и x+y−z = 0 являются регулярными, а уравнение
x + y − 5z = 0 — нет. Если x − 2y + z = 0, то числа x, y, z образуют арифметическую
прогрессию.

Чтобы сформулировать теорему Семереди нам понадобится следующая величина.
Пусть N натуральное число. Положим

ak(N) =
1

N
max{|A| : A ⊆ [N ],

A — не содержит арифметических прогрессий длины k} .

В [16] П. Эрдеш и П. Туран высказали гипотезу, согласно которой в любом множестве по-
ложительной плотности найдется арифметическая прогрессия заданной длины. Другими
словами, они предположили, что для любого k ≥ 3

ak(N) → 0, при N → ∞ (5)

Ясно, что из этого предположения вытекает теорема Ван дер Вардена.
Простейший случай k = 3 гипотезы (5) был доказан К.Ф. Ротом в [24]. В своей работе

Рот, используя метод Харди–Литлвуда получил следующий результат.
Теорема 2.5 (Рот) Для всех натуральных N ≥ 3 выполнено

a3(N) ≪ 1

log logN
.

Результат Рота был затем улучшен Е. Семереди в [20] и Д.Р. Хиф–Брауном в [17],
Бургеном [10] (см. также его более раннюю работу [26] и работу [27] по теореме Рота
в Rn ). Наилучший, на сегодняшний день, результат об оценке сверху принадлежит Т.
Сандерсу.

Теорема 2.6 (Сандерс) Пусть N — натуральное число, N ≥ 3. Тогда

a3(N) ≪ (log logN)5

logN
. (6)

Для произвольного k гипотеза (5) была доказана Е. Семереди [19, 18] в 1975 году. В
своем доказательстве Семереди использует трудные комбинаторные аргументы. Основу
его доказательства составляет, так называемая, лемма регулярности, которая является,
на сегодняшний день, важнейшим инструментом исследования графов (см., например,
[21, 22]). Альтернативное доказательство было предложено Х. Фюрстенбергом в [44]. Его
подход использует методы эргодической теории. Фюрстенберг показал, что теорема Е.
Семереди эквивалентна утверждению о кратной возвращаемости для почти всех точек в
произвольной динамической системе.

Пусть Х — некоторое множество с сигма–алгеброй множеств B. Пусть также T —
измеримое, сохраняющее меру µ отображение X в себя. Всюду ниже будем считать, что
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µ(X) = 1. Четверка (X,B, µ, T ) называется динамической системой с инвариантной
мерой. Хорошо известная теорема А. Пуанкаре о возвращении [133] утверждает,
что для всякого измеримого множества E ⊆ X, µE > 0 существует натуральное n > 0
такое, что µ(E ∩ T−nE) > 0.

В работе [43] (см. также [44, 46]) Х. Фюрстенберг обобщил теорему Пуанкаре на случай
нескольких степеней отображения T .

Теорема 2.7 (Фюрстенберг) Пусть X — пространство с сигма–алгеброй измери-
мых множеств B и µ — мера на X. Пусть T — отображение X в себя, сохраняющее
меру µ и k ≥ 3. Тогда для любого измеримого множества E с µE > 0 существует
натуральное n > 0 такое, что

µ(E ∩ T−nE ∩ T−2nE ∩ · · · ∩ T−(k−1)nE) > 0 .

Следует отметить, что используя свой метод, Фюрстенберг и его ученики получили
множество глубоких обобщений теоремы Семереди (см., например, [43]— [46]) которые
комбинаторными методами доказать пока не удалось. Подробнее о теореме Семереди
можно узнать в обзоре [4].

А. Беренд в работе [62] получил нижнюю оценку величины a3(N) (см. также статью
[64]).

Теорема 2.8 (Беренд) Пусть ε > 0 — любое действительное число. Тогда суще-
ствует Nε ∈ N такое, что для любого натурального N , N ≥ Nε, выполнено

a3(N) ≥ exp(−(1 + ε)C
√

logN) ,

где C > 0 — некоторая абсолютная константа.
Несмотря на свою простоту (доказательство занимает всего две страницы), резуль-

тат А. Беренда, полученный им в 1946 году, на сегодняшний день остается наилучшим.
Как недавно показали Т. Чоен и автор для произвольных линейных уравнений с коли-
чеством неизвестных не меньше шести нижняя оценка Беренда — точна, в том смысле,
что справедлива такая же по–порядку верхняя оценка.

Р. Ранкин в [65] обобщил теорему Беренда на случай всех k ≥ 3.
Теорема 2.9 (Ранкин) Пусть ε > 0 — любое действительное число и k ≥ 3 —

натуральное. Тогда для всех достаточно больших N , выполнено

ak(N) ≥ exp(−(1 + ε)Ck(logN)1/(k−1)) ,

где Ck некоторая положительная эффективная константа, зависящая только от k.
К сожалению, методы Семереди дают очень слабые верхние оценки для ak(N). Эр-

годический подход вообще не дает никаких оценок. Только в 2001 году В.Т. Гауэрс [56]
получил количественный результат о скорости стремления к нулю величины ak(N) для
k ≥ 4. Он доказал следующую теорему.

Теорема 2.10 (Гауэрс) Пусть k ≥ 4. Тогда

ak(N) ≪ 1/(log logN)ck ,

где константа ck > 0 зависит только от k.
Результат Гауэрса является значительным шагом на пути к доказательству другой

знаменитой гипотезы Эрдеша и Турана об арифметических прогрессиях.
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(Гипотеза Эрдеша–Турана). Пусть A = {n1 < n2 < . . . } — бесконечная последо-
вательность натуральных чисел такая, что

∞∑
i=1

1

ni

= ∞ .

Тогда A содержит арифметическую прогрессию любой длины.
Легко показать, что гипотеза 2.10 эквивалентна тому, что для всех натуральных k ≥ 3

ряд
∑∞

l=1 ak(4
l) сходится (доказательство этого факта может быть найдено, например, в

[4]). Следовательно, из оценки величины ak(N) для всех k ≥ 3 вида ak(N) ≪ 1/(logN)1+ε,
где ε > 0 будет вытекать гипотеза 2.10.

В следующих двух пунктах мы доказываем теорему Рота в случае группы G = Fn
3 .

Пункт 3 содержит необходимые определения из анализа Фурье, а пункт 4 посвящен до-
казательству теоремы 2.5.

3 Дискретный анализ Фурье
В этом пункте мы напомним некоторые понятия анализа Фурье. Пусть G = (G,+) —
локально–компактная абелева группа с аддитивной групповой операцией +. Хорошо из-
вестно, что на всякой такой группе существует мера Хаара µG, то есть неотрицательная
регулярная мера (все определения могут быть найдены, например, в [9] см. главы 1,
2 и добавление E) такая, что для всякого борелевского множества B и произвольного
элемента x ∈ G имеем

µG(B + x) = µG(B) .

На пространстве L2(G, µG) = L2(G) задано скалярное произведение двух комплексных
функций f и g

⟨f, g⟩ =
∫
G

f(x)g(x) dµG(x) .

Пусть далее Ĝ — двойственная группа для группы G, то есть локально–компактная
абелева группа непрерывных гомоморфизмов ξ из G в S1 = {z ∈ C : |z| = 1}, ξ : x →
ξ · x = ξ(x), x ∈ G. Преобразование Фурье (Φf)(ξ) = f̂(ξ) произвольной комплексной
функции f ∈ L1(G) задается формулой

(Φf)(ξ) = f̂(ξ) =

∫
G

f(x)ξ(x) dµG(x) . (7)

Ясно, что всегда справедливо неравенство

∥f̂∥∞ ≤
∫
G

|f(x)| dµG(x) = ∥f∥1 .

Пусть Γ ⊆ Ĝ — некоторое множество характеров и ε ∈ [0, 1] — действительное число.
Определим множество Бора, порожденное множеством Γ

B(Γ, ε) = {x ∈ G : ∥ξ · x∥ ≤ ε/2π, для всех ξ ∈ Γ} , (8)

где ∥ · ∥ — евклидова метрика на окружности. Можно сказать, что величина ∥ξ ·x∥ изме-
ряет насколько ξ отличается от тривиального характера ξ0 ≡ 1. Простые рассуждения,
связанные с принципом Дирихле позволяют доказать лемму (см., например, [124]).
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Лемма 1. Пусть G — компактная абелева группа и |Γ| = d. Тогда справедливо
неравенство µG(B(Γ, ε)) ≥ εd.

В частности, множества Бора всегда непустые.
В дальнейшем нам понадобится понятие свертки двух функций f, g ∈ L1(G)

(f ∗ g)(x) =
∫
G

f(y)g(x− y) dµG(x) .

Имеем (см., например, [9])
(̂f ∗ g)(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ) .

Операция свертки очень важна для аддитивных задач комбинаторной теории чисел, по-
сколку носитель сверток характеристических функций двух множеств совпадает с сум-
мой этих множеств.

Часто мы будем рассматривать ситуацию когда абелева группа G — конечна. Хорошо
известно, что в этом случае Ĝ = G. Обозначим через N мощность группы G. Очень
удобно определить преобразование Фурье функции f по формуле

(Φf)(ξ) = f̂(ξ) =
∑
x∈G

f(x)ξ(x) . (9)

Таким образом, в отличие от (7) мы не нормируем суммы по G. Нам понадобятся несколь-
ко известных формул, касающихся преобразования Фурье

∥f∥22 :=
∑
x∈G

|f(x)|2 = 1

N

∑
ξ∈Ĝ

|f̂(ξ)|2 = 1

N
∥f̂∥22 (равенство Парсеваля). (10)

⟨f, g⟩ :=
∑
x∈G

f(x)g(x) =
1

N

∑
ξ∈Ĝ

f̂(ξ)ĝ(ξ) =
1

N
⟨f̂ , ĝ⟩ (тождество Планшереля). (11)

∑
x∈G

|(f ∗ g)(x)|2 =
∑
x∈G

|
∑
y∈G

f(y)g(x− y)|2 = 1

N

∑
ξ∈Ĝ

|f̂(ξ)|2|ĝ(ξ)|2 . (12)

f(x) =
1

N

∑
ξ∈Ĝ

f̂(ξ)ξ(x) (формула обращения). (13)

f̂ ∗ g = f̂ ĝ и (f̂g)(x) =
1

N
(f̂ ∗ ĝ)(x) . (14)

Будем писать для краткости
∑

s вместо суммы
∑

s∈G и
∑

ξ вместо
∑

ξ∈Ĝ.
Пример 3.1 Пусть p — простое число, n — натуральное число и G = (Z/pZ)n. Группа

G является векторным пространством со скалярным произведением

x · y = x⃗ · y⃗ = ⟨x⃗, y⃗⟩ = x1y1 + · · ·+ xnyn (mod p) .

Преобразование Фурье функции f : Zn
p → C вычисляется по формуле

f̂(r) =
∑
x∈Zn

p

f(x)e(−⟨r, x⟩) ,
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где e(x) = ep(x) = e2πix/p.
В группах Zn

p понятию множества Бора соответствует понятие аффинного подпро-
странства. Пусть v⃗1, . . . , v⃗k — некоторые линейно независимые векторы и пусть ε1, . . . , εk
— произвольные элементы Zp. Аффинным подпространством коразмерности k называ-
ется множество

P = Pε1,...,εk(v⃗1, . . . , v⃗k) = {x⃗ ∈ Zn
p : ⟨x⃗, v⃗1⟩ = ε1, . . . , ⟨x⃗, v⃗k⟩ = εk} .

Если все εi равны нулю, то иногда мы будем писать P (v⃗1, . . . , v⃗k) вместо P0,...,0(v⃗1, . . . , v⃗k).
Для множества W = (w1, . . . , w|W |) пусть P (W ) означает P (w1, . . . , w|W |). Преобразование
Фурье характеристической функции χP множества P = P (W ) вычисляются чрезвычайно
просто. Пусть L — линейное пространство размерности k, натянутое на вектора v⃗1, . . . , v⃗k
и пусть r⃗ ∈ Zn

p — произвольный вектор. Ясно, что P⊥ = L и для всякого r ∈ L выполнено
χ̂P (r) = |P |. Далее из равенства Парсеваля∑

r∈Zn
p

|χ̂P (r)|2 = |P |N

вытекает, что χ̂P (r) = 0 для любого r /∈ L. Иными словами

χ̂P (r) = χL(r)|P | , (15)

где χL — характеристическая функция множества L. Таким образом |χ̂P (r)| либо нуль,
либо равен |P |.

4 Плотностная стратегия
Приступим к доказательству теоремы 2.5 в группе Zn

3 . Арифметической прогрессией дли-
ны три в такой группе называется тройка x, y, z, удовлетворяющая уравнению x+ y = 2z
или, что тоже самое, x+ y + z = 0.

Теорема 4.1 (Рот, группа Zn
3) Пусть G = Zn

3 и A — произвольное множество без
арифметических прогрессий длины три. Тогда

|A| ≪ N

logN
. (16)

Доказательство. Нам понадобится довольно общее определение (см. [55, 56]).
Определение 4.2 Пусть G — конечная абелева группа, |G| = N , а α ∈ (0, 1) — дей-

ствительное число. Функция f : G → C называется α–равномерной, если

∥f̂∥∞ ≤ αN .

Множество A ⊆ G, |A| = δN называется α—равномерным, если функция f(x) := A(x)−δ
(балансовая функция) является α—равномерной.

Обсудим основные идеи, лежащие в доказательстве теоремы 4.1. Предположим, что
множество A ⊆ Zn

3 , |A| = δN не содержит арифметических прогрессий длины три. Дока-
зательство теоремы 4.1 представляет собой алгоритм. На первом шаге этого алгоритма
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возможны две ситуации : либо множество A является α–равномерным с некоторым α,
зависящем только от δ (в доказательстве α есть некоторая степень δ), либо не является.

Если A есть α–равномерное множество, то существование арифметических прогрес-
сий в A проверяется довольно просто (см. лемму 2 ниже). Пусть теперь множество A
не является α–равномерным. Можно показать, что α–равномерность множества A эк-
вивалентна равномерной распределенности A в аффинных подпространствах коразмер-
ности один. Говоря точнее, мощность пересечения α–равномерного множества A мощ-
ности δN с любым таким подпространством H примерно равна δ|H|. Следовательно,
если множество A не является α–равномерным, то найдется подпространство H такое,
что |A ∩ H| = (δ + θ)|H|, где |θ| > 0. Более аккуратные рассуждения позволяют дока-
зать, что подпространство можно выбрать так, чтобы величина θ была положительна и
выражалась явным образом в терминах плотности δ (см. лемму 3).

После этого мы рассматриваем новое множество A′ = A ∩ H и применяем к нему
наш алгоритм. Заметим, что так как A′ ⊆ A, то множество A′ не содержит арифме-
тических прогрессий длины три. Кроме того, плотность A′ в H не меньше, чем δ + θ,
где θ > 0. Следовательно, на каждом шаге алгоритма плотность получающихся мно-
жеств увеличивается на положительную величину. С другой стороны, плотность всегда
не превосходит единицы. Это означает, что через конечное число шагов наш алгоритм
остановится. Следовательно, на каком–то шаге алгоритма мы получим подпространство
H̃ некоторой размерности и α–равномерное множество Ã, принадлежащее A ∩ H̃. Как
было сказано выше, в этом случае множество Ã содержит арифметическую прогрессию
длины три. Значит, множество A также содержит арифметическую прогрессию. Опять
получаем противоречие с предположением об отсутствии в A арифметических прогрес-
сий.

Мы привели схему доказательства теоремы 4.1. Приступим теперь к самому доказа-
тельству. Арифметическая прогрессия {x, x+ d, x+2d} называется нетривиальной, если
d ̸= 0 и тривиальной иначе.

Лемма 2. (α—равномерный случай, произвольная группа без элементов
порядка 2) Пусть G — конечная абелева группа в которой отсутствуют элементы
порядка два, |G| = N и A,B,C ⊆ G — любые множества, |A| = δN , |B| = βN , |C| = γN .
Если множество A является δ(βγ)1/2/2 — равномерным и N > 2β−1γ−1, то найдется
решение уравнения x+ y = 2z, x ∈ A, y ∈ B, z ∈ C такое, что x, y, z — различные.

Действительно, число решений уравнения x + y = 2z, x ∈ A, y ∈ B, z ∈ C равно
σ :=

∑
x(A ∗B)(2x)C(x) или, в терминах преобразования Фурье

σ =
1

N

∑
r

Â(r)B̂(r)Ĉ(−2r) = δβγN2 +
1

N

∑
r ̸=0

Â(r)B̂(r)Ĉ(−2r) .

Пусть α = δ(βγ)1/2/2. Пользуясь α — равномерностью множества A, неравенством Коши–
Буняковского и равенством Парсеваля, находим

σ ≥ δβγN2 − αN(|B||C|)1/2 ≥ δβγN2/2 > |A|

и все доказано, поскольку число решений уравнения x+y = 2z с x = y = z не превосходит
|A|.

Смысл леммы выше чрезвычайно простой. Пусть, для простоты, A = B = C, |A| =
δN . Тогда по лемме 2 любое δ2/2—равномерное множество A содержит нетривиальную
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арифметическую прогрессию. Теперь мы рассмотрим противоположную, в некотором
смысле, ситуацию.

Лемма 3. (не α—равномерный случай, группа Zn
3) Пусть A ⊆ Zn

3 — произ-
вольное множество, |A| = δN и α ∈ (0, 1] — действительное число. Если A является
не α—равномерным, то существует подпространство H коразмерности один и вектор
x такие, что |A

∩
(H + x)| ≥ (δ + 2−1α)|H|.

Действительно, так как множество A не является α—равномерным, то существует
r ̸= 0 такое, что |f̂(r)| ≥ αN , где f(x) = A(x) − δ. Пусть H0 = {x ∈ Zn

3 : ⟨x, r⟩ = 0},
H1 = {x ∈ Zn

3 : ⟨x, r⟩ = 1}, H2 = {x ∈ Zn
3 : ⟨x, r⟩ = −1} и aj = ⟨f,Hj⟩, j ∈ [3]. Тогда∑

j aj = 0 и
∑

j |aj| ≥ |f̂(r)| ≥ αN . Складывая эти два неравенства, находим j0 такое, что
|aj0 | + aj0 ≥ αN/3. Отсюда aj0 > 0 и, более того, aj0 ≥ αN/6. Полагая H = H0 и x ∈ Hj0

— любое, получаем aj0 = |A
∩
(H + x)| − δ|H| ≥ αN/6 и лемма доказана.

Убедимся в справедливости теоремы 4.1. Объединим, для удобства, леммы 2, 3 в одно
предложение.

Предложение 1. Пусть A ⊆ Zn
3 , |A| = δN — произвольное множество без ариф-

метических прогрессий длины три. Пусть также

N > 2δ−2 . (17)

Тогда существует подпространство H коразмерности один и вектор x такие, что
|A
∩
(H + x)| ≥ (δ + 2−1δ2)|H|.

Покажем как из предложения 1 вытекает теорема 4.1. Предположим, что множество
A ⊆ Zn

3 не содержит арифметических прогрессий длины три. Как было сказано выше,
доказательство теоремы 4.1 представляет собой алгоритм. Проведем первый шаг нашего
алгоритма. Пусть H0 = Zn

3 , A0 = A, δ0 = δ. Имеем N > 2δ−2. Применяя предложение 1,
получаем подпространство H1 коразмерности один и вектор x1 для которых выполнено
|A0 ∩ (H1 + x1)| ≥ (δ0 + 2−1δ20)|H1|. После этого положим A1 = (A0 − x1) ∩H1.

Пусть на i–ом шаге алгоритма, i ≥ 1, мы построили подпространство Hi коразмер-
ности i, множество Ai ⊆ Hi, Ai не содержит арифметические прогрессии длины три,
δi := |Ai|/|Hi| и вектор xi такие, что

|Ai−1 ∩ (Hi + xi)| ≥ (δi−1 + 2−1δ2i−1)|Hi| . (18)

Заметим, что на каждом шаге алгоритма плотность множеств Ai в подпространствах
Hi увеличивается на величину 2−1δ2i−1 ≥ 2−1δ2, поскольку на первом шаге алгоритма
плотность A0 в H0 равна δ. Если

hi := |Hi| > 2δ−2 ≥ 2δ−2
i , (19)

то мы можем провести (i + 1)–й шаг алгоритма. Легко видеть, что максимальное число
шагов K нашего алгоритма не превосходит 2·2δ−1 = 4δ−1, поскольку плотность множеств
Ai ограничена сверху единицей. Действительно, на переход от плотности δ до плотности
2δ необходимо затратить не более 2δ−1 шагов, поэтому всего нам требуется не более 2δ−1+
2(2δ)−1 +2(4δ)−1 + · · · = 4δ−1 шагов (более строго эти несложные вычисления изложены,
например, в [56] или [4]). Это еще не есть доказательство теоремы 4.1 поскольку мы
не проверяли выполнение условия (19) на каждом шаге нашего алгоритма. Имеем δ ≫
1/ logN . Отсюда

hK = 3−KN ≥ 3−4/δN > 2δ−2 .
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Так как hi ≥ hK для всех i ≤ K, то неравенство (19) выполняется на каждом шаге
алгоритма. Теорема доказана.

Для того чтобы получить оригинальную теорему Рота 2.5 нужно провести рассужде-
ния, аналогичные, вышеизложенным, заменив сдвиги подпространств сдвигами множеств
Бора (8) (см., например, [26, 10]).

5 Нижние оценки величины ak(N) и изоморфизм Фрей-
мана.

В пункте 4 мы доказали теорему Рота о верхней оценке величины a3(N). Сейчас мы
напомним несколько результатов о нижних границах для ak(N), k ≥ 3 — натуральное.

В 1946 году А. Беренд в статье [62], развивая метод из работ Р. Салема и Д. Спенсера
[63, 64], получил следующую нижнюю оценку величины a3(N) (см. также [68]).

Теорема 5.1 (Беренд) Пусть ε > 0 — любое действительное число. Тогда суще-
ствует Nε ∈ N, что для любого натурального N , N ≥ Nε, выполнено

a3(N) ≥ exp(−(1 + ε)C
√

logN) ,

где C некоторая положительная эффективная константа.
Доказательство. Пусть Nε — натуральное число, такое что для всех N ≥ Nε, N ∈ N
выполнено ln(4 lnN)/

√
lnN < ε. Пусть также m и n — натуральные параметры и пусть

Λ = {0, 1, . . . ,m − 1}n. Рассмотрим n–мерную сферу St = {x⃗ ∈ Λ : x2
1 + . . . x2

n = t}, где
0 ≤ t ≤ n(m − 1)2. Ясно, что любая сфера St не содержит арифметических прогрессий
длины три, в том смысле, что равенство x⃗+ y⃗ = 2z⃗ для x⃗, y⃗, z⃗ ∈ St возможно только если
x⃗ = y⃗ = z⃗.

Заметим, что число всех сфер не превосходит nm2. Так как любая точка множества
Λ принадлежит некоторой сфере, то по принципу Дирихле, существует такое t0 ∈ N, что
мощность St0 не меньше, чем mn/(nm2) = mn−2/n.

Итак, мы нашли достаточно плотное множество St0 из Λ, не содержащее арифмети-
ческих прогрессий длины три. Построим по St0 множество A ⊆ N также не содержащее
арифметических прогрессий. Для этого рассмотрим отображение φ : Λ → Z, задаваемое
формулой φ(x⃗) =

∑n
i=1 xi(2m)i−1. Пусть A = φ(St0). Так как равенство φ(x⃗)+φ(y⃗) = 2φ(z⃗)

выполнено тогда и только тогда, когда x⃗+ y⃗ = 2z⃗, то множество A не содержит арифме-
тических прогрессий длины три. Заметим, что при этом, множество A лежит в отрезке
натурального ряда {1, 2, . . . , (2m)n}.

Выберем параметры m и n. Пусть n = ⌈
√

2 log2N⌉, а m удовлетворяет условиям
(2(m− 1))n ≤ N < (2m)n. Имеем

|A| = |St0 | ≥
mn−2

n
≥ N

N−2/n

2nn
≥ Ne

−(2
√
2 ln 2+

ln(4 lnN)√
lnN

)
√
lnN ≥ Ne−(2

√
2 ln 2+ε)

√
lnN . (20)

Так как a3(N) ≥ |A|/N , то мы получили утверждение теоремы. 2
Несмотря на свою простоту, результат А. Беренда, полученный им в 1946 году, на

сегодняшний день остается наилучшим.
Р. Ранкин в [65] обобщил теорему Беренда на случай всех k ≥ 3.
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Теорема 5.2 (Ранкин) Пусть ε > 0 — любое действительное число и k ≥ 3 —
натуральное. Тогда для всех достаточно больших N , выполнено

ak(N) ≥ exp(−(1 + ε)Ck(logN)1/(k−1)) ,

где Ck некоторая положительная эффективная константа, зависящая только от k.
В своей работе Ранкин, развивая основную идею теоремы 5.1, строит целую последо-

вательность сфер St. При этом он использует асимптотическую формулу из статьи [66]
для числа решений уравнения x2

1 + · · ·+ x2
n = t, 0 ≤ xi ≤ m− 1, i = 1, . . . , n.

Отображение φ из доказательства теоремы 5.1 является примером изоморфизма
Фреймана порядка два.

Определение 5.3 Пусть k ≥ 2 — натуральное число, G,H — некоторые группы, A ⊆ G,
B ⊆ H — произвольные подмножества. Отображение φ : A → B называется гомомор-
физмом Фреймана порядка k, если для любых a1, . . . , ak, a

′
1, . . . , a

′
k ∈ A равенство

a1 + · · ·+ ak = a′1 + · · ·+ a′k (21)

влечет
φ(a1) + · · ·+ φ(ak) = φ(a′1) + · · ·+ φ(a′k) . (22)

Если, к тому же, φ — биекция и (22) влечет (21), то φ называется гомоморфизмом Фрей-
мана порядка k.

Ясно, что обычный гомоморфизм двух групп является гомоморфизмом Фреймана
произвольного порядка. Гомоморфизм Фреймана φ порядка k, φ : A → B задает коррект-
но определенное отображение на множествах из kA в kB по формуле φ(a1 + · · ·+ ak) :=
φ(a1)+ · · ·+φ(ak). Отсюда следует, например, что если между множествами A и B суще-
ствует изоморфизм Фреймана порядка два (пишем A ∼=2 B), то |A+A| = |B+B|. Таким
образом, изоморфизмы Фреймана служат естественным языком аддитивной комбинато-
рики : если мы хотим изучать k–е суммы множеств, то нужно рассматривать множества
с точностью до изоморфизма порядка k.

Пример 5.4 a. Имеем A = {1, 10, 100} ∼=3 {1, 100, 1000} = B, поскольку у этих
множеств отсутствуют нетривиальные аддитивные соотношения (если a1 + a2 + a3 =
a′1 + a′2 + a′3, ai, a′i — любые из A или B, то a′i есть перестановка ai).
b. Если P — арифметическая прогрессия, то ее 2–изоморфный образ тоже является про-
грессией.
c. Неверно, что {0, 1}n ∼=k Fn

2 , k—любое, поскольку в Fn
2 есть аддитивные соотношения,

которые отсутствуют в {0, 1}n.

6 Анализ Фурье высших порядков
В пунктах 2.5, 4 мы доказали теорему Рота и упомянули теорему Гауэрса о множествах
без арифметических прогрессий. Сформулируем эти результаты еще раз.

Теорема 6.1 (Рот, Гауэрс) Для всех натуральных N ≥ 3 и k ≥ 3 выполнено

ak(N) ≪ 1

log logN
.
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Как помнит читатель, доказательство теоремы Рота (случай k = 3) представляло
собой некоторую итерационную процедуру, причем на каждом шаге этой процедуры рас-
сматривалось два варианта : первый, когда множество A было α–равномерным с до-
статочно малым α и второй, когда равномерности не было. Переформулируем основной
результат, применявшейся в первом случае (см. доказательство леммы 2).

Предложение 6.2 (равномерный случай) Пусть G — конечная абелева группа
в которой отсутствуют элементы порядка два, |G| = N и A ⊆ G, |A| = δN — любое
α — равномерное множество. Тогда число арифметических прогрессий в множестве A
равно

δ3N2 + θαδN2 , (23)

где |θ| ≤ 1.
Пусть f(x) = A(x) − δ — балансовая функция множества A. Пусть также Λ3(f) =∑

x,d∈G f(x)f(x + d)f(x + 2d), где f — произвольная функция. Например, Λ3(A) — это
число арифметических прогрессий длины три в множестве A. Легко видеть, что Λ3(A) =
δ3N3 + Λ3(f) и, следовательно, предложение 6.2 можно проинтерпретировать так :

Норма ∥f̂∥∞ — мала =⇒ Λ3(f) — мало. (24)

Пусть теперь A — множество без арифметических прогрессий длины k, k > 3. Доказа-
тельство Гауэрса представляет собой глубокое обобщение метода Рота. Вместо величины
Λ3 он рассматривает ее аналог Λk(f) =

∑
x,d∈G f(x)f(x+ d) . . . f(x+ (k− 1)d). Возникает

вопрос : остается ли верной импликация (24) если вместо Λ3 взять величину Λk? Как
показал Гауэрс в работе [56] ответ здесь отрицательный (эргодический аспект этой про-
блемы был рассмотрен ранее в [45]). Контрпример очень простой. Пусть G = ZN , x ∈ ZN

и |x| означает расстояние от нуля до x в приведенной системе вычетов. Тогда в группе
ZN можно взять, например, множество A0 := {x ∈ ZN : |x2| ≤ 2−1δN}. Пользуясь
равномерной распределенностью квадратичных вычетов, легко видеть, что |A0| ∼ δN ,
величина ∥f̂∥∞ — мала, но значение Λ4(f) — велико (см. детали в [56]). Поэтому для
задач с арифметическими прогрессиями длины больше, чем три нам нужно как–то ви-
доизменить импликацию (24).

Чтобы сформулировать правильный аналог (24) нам понадобятся нормы Гауэрса.
Пусть G — конечная абелева группа, |G| = N , d ≥ 0 — натуральное число и {0, 1}d =

{ω = (ω1, . . . , ωd) : ωj ∈ {0, 1}, j = 1, 2, . . . , d} — обычный d—мерный куб. Для ω ∈ {0, 1}d
пусть |ω| равно ω1+ · · ·+ωd. Если h = (h1, . . . , hd) ∈ Gd, то ω ·h := ω1h1+ · · ·+ωdhd. Пусть
также C означает оператор комлексного сопряжения. Если n — натуральное число, то Cn

означает применение оператора комлексного сопряжения n раз.
Определение 6.3 Пусть f : G → C — произвольная функция. Равномерная норма

Гауэрса (или просто норма Гауэрса) этой функции задается формулой

∥f∥Ud :=

 1

Nd+1

∑
x∈G,h∈Gd

∏
ω∈{0,1}d

C|ω|fω(x+ ω · h)

1/2d

. (25)

Можно показать, что выражение (25) действительно задает норму для всех d ≥ 2 (см.
[56] или [4]). В частности справедливо неравенство треугольника

∥f + g∥Ud ≤ ∥f∥Ud + ∥g∥Ud . (26)
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Нормы Гауэрса, как и Lp–нормы, удовлетворяют неравенству монотонности

∥f∥Ud−1 ≤ ∥f∥Ud (27)

для всех d ≥ 2.
Остановимся чуть подробнее на случае d = 2. Пользуясь формулой обращения (13),

легко видеть, что U2 — норма функции f выражается в терминах преобразования Фурье.

∥f∥U2 =

(
1

N4

∑
r∈G

|f̂(r)|4
)1/4

. (28)

Таким образом, U2 — норма некоторой функции это просто L4—норма ее преобразования
Фурье, умноженная на N−1.

Лемма 6.4 Пусть f : G → D — произвольная функция. Тогда ∥f̂∥∞ ≤ ∥f̂∥4. Наобо-
рот ∥f∥U2 = N−1∥f̂∥4 ≤ ∥f̂∥1/2∞ ·N1/2.

Первое неравенство леммы очевидно, а второе вытекает из равенства Парсеваля

∥f̂∥44 =
∑
r

|f̂(r)|4 ≤ ∥f̂∥2∞ · ∥f̂∥22 = N∥f̂∥2∞ · ∥f∥22 ≤ ∥f̂∥2∞N2 .

Лемма выше говорит о том, что для функций f значения которых по модулю огра-
ничены единицей нет большой разницы между ∥f̂∥∞ и ∥f∥U2 . Поэтому импликацию (24)
можно переформулировать так

∥f∥U2 — мало =⇒ Λ3(f) — мало. (29)

Теперь стало ясно как можно обобщить импликацию (24).
Утверждение 6.5 (см. [55, 56]) Для всех k ≥ 3 выполнено

∥f∥Uk−1 — мало =⇒ Λk(f) — мало. (30)

Итак, мы получили аналог предложения 6.2 или, что тоже самое леммы 2 для случая
арифметических прогрессий длины k, k > 3. Нам осталось найти правильный вариант
леммы 3. Пользуясь неравенствами для норм из леммы 6.4, переформулируем ее следу-
ющим образом. Пусть далее G = ZN .

Лемма 6.6 (не равномерный случай, U2 — норма, группа ZN) Пусть A ⊆ ZN —
произвольное множество, |A| = δN , f — балансовая функция множества A, α ∈ (0, 1]
— действительное число и N ≫ α−C. Если ∥f∥U2 ≥ α, то существует прогрессия Q,
|Q| ≫ αCN1/2 такая, что |A

∩
Q| ≥ (δ+cαC)|Q|. Здесь C, c > 0 — некоторые константы.

Выше условие не α—равномерности множества A было заменено на оценку ∥f∥U2 ≥ α,
что, конечно, можно сделать ввиду леммы 6.4. Сформулируем аналог леммы выше для
норм Uk, k ≥ 3 (см. [56]).

Лемма 6.7 (не равномерный случай, Uk — норма) Пусть A ⊆ ZN — произ-
вольное множество, |A| = δN , f — балансовая функция множества A, α ∈ (0, 1] —
действительное число и N ≫ α−C. Если ∥f∥Uk ≥ α, то существует прогрессия Q,
|Q| ≫ αCN cαC такая, что

|A
∩

Q| ≥ (δ + cαC)|Q| . (31)
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Здесь c, C > 0 — некоторые константы.
Заметим, что в лемме выше, в отличие от леммы 6.6, оценка на длину прогрессии

Q более слабая. В какой–то степени это по–существу. По крайней мере, в примере с
множеством A0 (см. выше) нельзя найти прогрессию Q в Z (или даже в ZN) длиной
по–порядку больше, чем N1/2, для которой было бы выполнено неравенство (31).

Как мы видели выше (см. лемму 6.4) малость коэффициентов Фурье функции f эк-
вивалентна малости ее U2—нормы. Это совершенно не так в случае Uk—норм, k ≥ 3.
Тот же самый пример Гауэрса множества A0 показывает, что существуют множества с
большой U3—нормой их балансовой функции, но с малыми коэффициентами Фурье.

Дело в том, что даже в самом простом случае k = 4 равномерная U3—норма Гау-
эрса функции f может быть выражена только через коэффициенты Фурье разностной
функции ∆(f ; u)(x) := f(x)f(x+ u)

∥f∥8U3 =
1

N6

∑
u

∑
r

|∆̂(f ;u)(r)|4 .

Из формулы выше вытекает, что U3—норма балансовой функции множества A мала тогда
и только тогда, когда для "почти всех" u множество A

∩
(A− u) имеет маленькие коэф-

фициенты Фурье (см. [55, 56] или обзор [4]). Исходя из такого выражения для U3—нормы
видно, что доказательство леммы 6.7 представляет значительные сложности даже в слу-
чае k = 4, поскольку условие ∥f∥U3 ≥ α дает нам информацию о разноcтных функциях,
а не о самой функции f . Тем не менее, в статье [56] Гауэрс решил эту обратную задачу
аддитивной теории чисел и получил следующую информацию об исходной функции f .

Теорема 6.8 (Гауэрс) Пусть A ⊆ ZN — некоторое множество, f — ее балансовая
функция, η > 0 — действительное число и ∥f∥Ud ≥ η. Тогда найдутся абсолютные
константы Cd, cd > 0 такие, что для всех N ≥ exp(Cdη

−Cd) существует многочлен
pd−1(x) степени d − 1 и арифметическая прогрессия P , |P | ≫ cdη

CdN cdη
Cd для которой

выполнено ∣∣∣∣∣∑
x∈P

f(x)e(pd−1(x))

∣∣∣∣∣ ≥ cdη
Cd |P | . (32)

Используя количественную версию теоремы А. Вейля о равномерной распределенно-
сти дробных долей многочленов Гауэрс уже относительно просто вывел из теоремы 6.8
лемму 6.7. Можно даже сказать, что теорема 6.8 является ядром его доказательства.
Возможно чуть обобщить теорему 6.8.

Теорема 1. (Гауэрс) Пусть η > 0 — действительное число, f : ZN → D —
некоторая функция,

∑
x f(x) = 0 и ∥f∥Ud ≥ η. Тогда найдутся абсолютные константы

Cd, cd > 0 такие, что для всех N ≥ exp(Cdη
−Cd) существует многочлен pd−1(x) степени

d− 1 и арифметическая прогрессия P , |P | ≫ cdη
CdN cdη

Cd для которой выполнено∣∣∣∣∣∑
x∈P

f(x)e(pd−1(x))

∣∣∣∣∣ ≥ cdη
Cd |P | . (33)

Утверждение выше называют слабой обратной теоремой для норм Гауэрса. "Сла-
бость" здесь состоит в том, что, как мы видели ранее, в случае d = 2 можно сказать
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гораздо больше

∥f∥U2 ≥ η =⇒ ∃ многочлен p1(x) , deg p1 = 1 такой, что |
∑
x

f(x)e(p1(x))| ≫ ηCN ,

где C > 0 — некоторая абсолютная константа. Иными словами, в последней формуле,
в отличие от (33), отсутствует суммирование по прогрессии P . Слабая обратная теоре-
ма для норм Гауэрса в ситуации когда k = 3 была перенесена Грином и Тао на случай
произвольной абелевой группы G (см. [130], а также [131]). Грубо говоря, в группе G
арифметическая прогрессия P в формуле (33) должна быть заменена на трансляцию
множества Бора. Обратные теоремы, включающие в свою формулировку, так называе-
мые, нильпоследовательности были получены в статье [130].

Доказательство теорем 2.10 и 1 содержит в себе много новых и красивых идей. Методы
из работы Гауэрса развивались различными авторами (см., например, [130, 121], [104]—
[131]). Самым ярким из полученных в этих статьях результатом, является, несомненно,
теорема Б. Грина и Т. Тао о прогрессиях в простых числах [104].

Теорема 2. (Грин, Тао) Для всех натуральных k ≥ 3 множество простых чисел
содержит арифметическую прогрессию длины k.

На самом деле Грин и Тао доказали еще более сильный результат.
Пусть A — произвольное подмножество множества простых чисел P и пусть π(N)

— число простых чисел, не превосходящих N . Верхней плотностью A, относительно P
называется величина lim supN→∞ |A ∩ [N ]|/π(N).

Теорема 3. (Грин, Тао) Пусть A ⊆ P — произвольное множество положитель-
ной верхней плотности, относительно P и пусть k ≥ 3. Тогда A содержит арифме-
тическую прогрессию длины k.

В своем доказательстве Грин и Тао использовали некоторую "сильную" версию теоре-
мы Гауэрса 1, правда в их аналоге неравенства (33) вместо многочлена стояла некоторая
более сложно устроенная "дуальная" функция (см. [104]).

Для k = 3 теорему 2 доказал в 1938 году Н.Г. Чудаков [93] (см. также [94, 95]), а
теорему 3 — Грин в [105]. Он получил даже более сильный результат. Пусть log[1] = logN
и для l ≥ 2 положим log[l]N = log(log[l−1] N). Таким образом log[l]N есть результат взятия
логарифма от числа N l раз подряд.

Теорема 4. (Грин) Пусть N — достаточно большое натуральное число и A —
произвольное подмножество P ∩ [N ] такое, что

|A| ≫
N
√
log[5] N

logN
√

log[4] N
.

Тогда A содержит арифметическую прогрессию длины три.

Отметим, что из гипотезы 2.10 вытекают обе теоремы 2 и 3.
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[18] Szemerédi E. On sets of integers containing no four elements in arithmetic progression
// Acta Arith. Acad. Sci. Hungar., v. 20, 1969, 89–104.
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[41] Frankl P., GrahamR. L., Rödl V. Quantitative theorems for regular systems of equations
// J. Combin. Theory, Ser. A, 47, 1988, 246–261.

[42] Choi S. L. On arithmetic progressions in sequences // J. London Math. Soc. (2), 10, 1975,
427–430.

[43] FurstenbergH. Ergodic behavior of diagonal measures and a theorem of Szemerédi on
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